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1. Introducao

SSE material faz parte de uma pesquisa realizada por profes-
sores e alunos do curso de Licenciatura em Matemdtica do
Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e Tecnologia do Rio

Grande do Sul (IFRS), Campus Osorio.

Essa pesquisa estd vinculada ao projeto “Praticas Investigativas
para a Verdade Matematica no Ensino Médio”, que foi iniciado em
2020 e possui como objetivos principais compreender e analisar
possibilidades de incluir demonstragdes e provas matematicas nas
aulas da Educacao Basica, sobretudo no Ensino Médio.

Reconhecemos que hd uma necessidade de incluir demonstra-
coes nos niveis fundamental e médio pois, segundo Soares, Nasci-
mento Afro, Brito e Souza (2012, p. 2), muitos estudantes tém o pri-
meiro contato com as demonstragoes e provas matematicas somente
nos cursos superiores de Licenciatura ou Bacharelado em Matema-
tica.

Entendemos que a exploracdo das demonstracoes na educagao
basica é positiva, tendo em vista que possibilita que os alunos com-
preendam a matemadtica como uma construcao humana dedutiva e
indutiva, e ndo como mera decoragao e aplicacdo de férmulas que,
em muitos casos, sdo reproduzidas de forma estritamente mecanica
(JUNIOR, NASSER, 2014).

Destaca-se ainda que esse material ndao tem por objetivo condu-
zir os leitores e docentes da Educac¢do Basica a abandonarem aborda-
gens que envolvem as verificagdes empiricas, pois até mesmo no pro-
cesso demonstrativo elas desempenham papéis importantes, como

por exemplo, dando possibilidades para producao de conjecturas e
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ampliacdo do grau de compreensdo dos conceitos envolvidos (BRA-
SIL, 1998, p. 87).

Dessa forma, esse material tem o intuito de mostrar/apresentar
possibilidades de demonstrar propriedades matemadticas a partir
de conceitos que estdo previstos para o Ensino Bésico, segundo os
Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) (BRASIL, 1998) e a Base
Nacional Comum Curricular (BNCC) (BRASIL, 2018).



2. Da necessidade de buscar novas praticas de
ensino na Educacao Basica as demonstracoes
matematicas

DISCIPLINA DE MATEMATICA é cercada de tabus que corrobo-
ram para que o desempenho dos alunos brasileiros seja in-
suficiente nessa drea. Esse fato fica evidente, por exemplo,

em avaliacOes externas como as do Programa Internacional de Ava-
liacao de Estudantes (PISA), que é realizado pela Organizacao para
a Cooperacao e Desenvolvimento Econdémico (OCDE). De acordo
com o PISA de 2018, cerca de 68,1% dos estudantes brasileiros de 15
anos apresentam proficiéncia em matematica Nivel 1 ou abaixo de
1, o que é um dado extremamente alarmante pois, segundo a OCDE
(2019, apud BRASIL, 2019),

[...] atingir pelo menos o Nivel 2 é particularmente importante,
uma vez que este é considerado o nivel bdsico de proficiéncia
que se espera de todos os jovens, a fim de que possam tirar
proveito de novas oportunidades de aprendizagem e partici-
par plenamente da vida social, econdémica e civica da socie-
dade[...] (BRASIL, 2019).

Esse desempenho abaixo do considerado como minimo necessa-
rio para que os estudantes possam participar de forma mais ativa e
critica no contexto que estao inseridos vem se repetindo nas tltimas
edi¢coes do PISA. Nas ultimas edicoes dessa avalicao, constatou-se
que a média de desempenho em Matemaética dos estudantes brasi-
leiros, apesar de oscilar, encontra-se no Nivel 1, como pode ser visu-
alizado no Gréfico 1.
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Grafico 1 — Média de desempenho dos estudantes brasileiros em Matema-
tica no PISA
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Fonte: Elaborado pelos autores a partir dos dados do PISA (BRASIL, 2019, p. 107).

A fim de mudar esse cendrio e possibilitar que os alunos tenham
aprendizagens matemadticas mais solidas, surge a necessidade de
reflexdes quanto a prética docente. Uma das sugestoes da OCDE
consiste na exploracao de metodologias em que os alunos desem-
penhem papéis mais ativos na aprendizagem matemaética (OCDE,
2018). E diante desse cenario que as demonstracdes podem surgir,
aliadas as estratégias de ensino, para auxiliar os alunos a construi-
rem aprendizagens mais consistentes.

Isso ndo significa que as abordagens empiricas devam ser aboli-
das das aulas de matemadtica, afinal, segundo os PCNs (1998, p. 24),
as situacoes do dia a dia sao fundamentais para empregar significa-
dos aos conceitos estudados. No entanto, é importante que esses
significados sejam ampliados e explorados, por exemplo, a partir de
problemas internos da Matemadtica e de problemas histéricos. Os
PCNs (BRASIL, 1998) ainda alertam sobre a exclusao de t6picos mate-
maticos se levarmos estritamente em consideracao que os conceitos
a serem estudados devam ser aplicdveis ao cotidiano dos estudantes.
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[...] muitos contetidos importantes serdo descartados por se-
rem julgados, sem uma andlise adequada, que nao sao de inte-
resse para os alunos porque nao fazem parte de sua realidade
ou nao tém uma aplicacdo pratica imediata (BRASIL, 1998, p.
24).

Propor que os alunos compreendam e desenvolvam demonstra-
¢coes contribui, em primeira instancia, para o desenvolvimento da
argumentacao e justificacao das ideias (LIMA; LINS, 2015, p. 2), ca-
pacidades estas que devem ser desenvolvidas ao longo dos anos es-
colares (BRASIL, 1998, p. 49 e 70).

Além da evidente contribuicao de validar/comprovar sentencas
matemdticas, De Villiers (2002) apresenta outras seis funcionalida-
des da aprendizagem de demonstracoes, que sdo: verificacdo e con-
vencimento sobre a veracidade das afirmacoes; compreensdo dos
porqueés as sentencas sao validas; descoberta de conceitos e resul-
tados no processo de demonstrar uma conjectura; estabelecimento
de relacdes entre os objetos matematicos; satisfacdo pessoal por ter
conseguido demonstrar uma sentenca matemadtica; e organizacao e
sistematizacao dos resultados obtidos.

Dessa forma, as demonstragoes matematicas desempenham pa-
péis que vao além de comprovar e validar a utilizacao de férmulas,
técnicas e procedimentos matematicos, pois sdo capazes de trazer
maior significado para a aprendizagem de Matemadtica, uma vez que
possibilitam que os alunos construam, de forma gradativa, seus pro-
prios processos de argumentacdo logica que podem levé-los a elabo-
rarem justificativas para as sentencas matematicas e, consequente-
mente, a uma aprendizagem mais ampla dos conceitos matematicos
(LIMA; LINS, 2015).

Segundo Pietropaolo (2005), os curriculos dos niveis de ensino
que sdo equivalentes ao Ensino Fundamental no Brasil de paises
como Franca, Alemanha, Inglaterra e Portugal preveem que as de-
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monstracoes e provas matematicas sejam exploradas nas aulas de
Matemdtica, pois as consideram importantes e fundamentais para a
compreensao de conceitos matematicos.

No Brasil, os documentos oficiais do Ministério da Educacao
(MEC) fazem referéncia as demonstracoes matematicas em varios
anos do Ensino Basico. Os PCNs da Matematica, terceiro e quarto
ciclos do Ensino Fundamental (BRASIL, 1998, p. 26), enfatizam que as
demonstragdes formais sdo a inica maneira de validar/comprovar os
conhecimentos matematicos, o que torna a Matemadtica uma ciéncia
nao empirica.

Para que sejam desenvolvidas as demonstracoes em sala de aula,
faz-se necessario que sejam desenvolvidos, desde os primeiros anos
do Ensino Fundamental, principios l6gicos integrados aos conteudos,
pois isso possibilitard a compreensao dos processos matematicos
envolvidos nas demonstracdes (BRASIL, 1998, p. 49).

Desta forma, os PCNs (BRASIL, 1998) destacam a capacidade ar-
gumentativa como sendo um desses principios légicos que estao in-
timamente relacionados com a realizacao de demonstracoes (BRA-
SIL, 1998, p. 70). Esse documento prevé que a argumentacao seja
utilizada, no terceiro ciclo (6° e 7° anos), para “construir e analisar
diferentes processos de resolucao de situacoes-problema e compara-
los” (BRASIL, 1998, p. 70) e para defender diferentes pontos de vista,
evoluindo, no quarto ciclo (8° e 9° anos) para caminhos que condu-
zem as demonstra¢des (BRASIL, 1998, p. 70).

Assim, é desejavel que no terceiro ciclo se trabalhe para desen-
volver a argumentacao, de modo que os alunos nao se satisfa-
cam apenas com a producao de respostas a afirmacoes, mas
assumam a atitude de sempre tentar justificd-las. Tendo por
base esse trabalho, pode-se avancar no quarto ciclo para que
o aluno reconheca a importancia das demonstracées em Ma-

tematica, compreendendo provas de alguns teoremas (BRA-
SIL, 1998, p. 71).
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Na BNCC (BRASIL, 2018), a énfase nas demonstracoes é dada nos
ultimos anos do ensino fundamental, o que estd em consonancia ao
previsto/orientado nos PCNs (BRASIL, 1998, p. 70).

Embora as demonstragdes ndo sejam mencionadas de forma ex-
plicita na BNCC (2018) do 1° ao 7° ano do Ensino Fundamental, esse
documento prevé que habilidades relacionadas a argumentacoes e
justificacdes mais simples devam ser desenvolvidas desde os primei-
ros anos escolares (BRASIL, 2018), habilidades estas que sdo impor-
tantes para a realizacao de demonstragoes.

Dessa forma, para que as demonstracdes sejam incluidas de
forma adequada nas aulas de matemadtica, a fim de ndo exigir dema-
siadamente dos alunos, faz-se necessédrio compreendermos que a ar-
gumentacao logico-dedutiva deve ser desenvolvida no decorrer dos
anos escolares, com atividades que exijam um aprimoramento gra-
dual da capacidade argumentativa, possibilitando que os estudantes
consigam formular argumentos que sejam aceitos como demonstra-
¢oes matematicas (LIMA; LINS, 2015, p. 2).






3. Mas o que significa “demonstrar”?

O CONSULTAR um diciondrio on-line de lingua portuguesa en-
contramos que as palavras demonstracao e prova sao defi-

nidas de maneira muito similar:

Demonstracdo: Ato ou efeito de demonstrar. Qualquer re-
curso capaz de atestar a veracidade ou a autenticidade de al-
guma coisa; prova. Raciocinio que torna evidente o carater ve-
ridico de uma proposicdo, ideia ou teoria (DEMONSTRAGAO,
2020, on-line).

Prova: aquilo que demonstra que uma afirmacao ou um fato
sdo verdadeiros; evidéncia, comprovacdo. Ato que d4 uma
demonstragdo cabal (de afeto, fidelidade etc.); manifesta-
¢do, sinal; experiéncia cientifica; demonstracao, experimento
(PROVA, 2020, on-line).

Entretanto, em algumas dreas da Matematica, especialmente na
Pura e Aplicada, esses termos podem ser usados como conceitos
distintos e por isso hd pesquisadores que diferenciam o conceito
de provas e demonstra¢oes em seus trabalhos. Carvalho (2004), por
exemplo, cita a diferenciacao feita por Balacheff entre explicacao,
prova e demonstracdo na Matematica.

Explicacdo é o termo adotado para um discurso, através da fala,
visando produzir de forma clara a caracteristica de veracidade,
adquirida pelo locutor, de uma proposicao ou de um resultado.
[...] Prova é o termo utilizado para uma explicacdo aceita em
uma dada comunidade em um dado momento. [...] podem
ser aceitas como provas explica¢cdes que adotam uma forma
particular: um conjunto organizado de enunciados validos
seguindo regras determinadas. Um enunciado, por sua vez,

ou € reconhecido como verdadeiro ou é deduzido de uma
verdade precedente por um conjunto de regras de deducao

bem definido e pré-fixado. A este tipo particular de prova,
chama Demonstracdao (BALACHEFE 1987 apud CARVALHO,
2004, p. 43).
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Nesse material adotaremos que as provas e as demonstracoes sao
conceitos sindbnimos, pois, segundo Pietropaolo (2005, p. 49), quando
uma prova € aceita por uma comunidade Matemadtica e adquire o
status de rigorosa, pode ser classificada como uma demonstracao.
Desta forma, adotaremos a definicao de Janior e Nasser (2012):

Provar um resultado matematico é validar a declaragdo feita,
a partir de hip6teses verificadas e certificadas como verdadei-
ras. Ensinar por meio de uma prova consiste em mostrar ao
educando a validade da declaragao feita, exibindo as etapas
do processo dedutivo, para assim desenvolver no educando o

raciocinio l6gico-dedutivo (JUNIOR; NASSER, 2012, p. 136).

A seguir, serdo apresentados trés tipos de provas citadas por Janior

e Nasser (2012) que foram identificadas em uma pesquisa realizada

por Sowder e Harel (1998 apud JUNIOR; NASSER, 2012, p. 136) com
alunos dos Estados Unidos:

O esquema de prova baseado em elementos externos se caracte-

riza por “tanto o que convence o estudante e aquilo que pode-

ria persuadir a outros” (p. 671). Ja o esquema de prova empi-

rico é descrito como aquele em que “justificagdes sao feitas ex-

clusivamente com base em exemplos” (p. 672). Quanto ao es-

quema de prova analitico, os pesquisadores destacam que, se

houvesse uma escala de nivel de rigor de justificacdes, os pro-

fessores de matematica considerariam este esquema como o

mais elevado tipo de prova (p. 673) (JUNIOR, NASSER, 2012,
p- 136, grifo nosso).

A fim de tornar possivel o ensino e a aprendizagem de demons-
tracoes, nos quais os professores abandonam posturas de somente
apresentar e informar os resultados matemaéticos e os alunos deixam
de acumular e utilizar essas informac¢oes sem compreender as justifi-
cativas que as validam (JUNIOR; NASSER, 2014), acreditamos que
os trés tipos de provas listados anteriormente podem ser utilizados
para auxiliar os professores de Matemadtica a desenvolverem ativida-
des que insiram as demonstra¢des na sala de aula, sendo que esse
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processo pode ser iniciado com as demonstracoes que pertencem ao
esquema de prova baseado em elementos externos, evoluindo para
as demonstracoes que pertencem ao esquema de prova empirico, e,
finalmente, avancando para as demonstragdes que pertencem ao es-

quema de prova analitico.






4. Demonstracoes utilizando conceitos
matematicos do Ensino Basico

ESSA sec¢do serdo apresentadas demonstracdes que foram
elaboradas pelos autores. Essas demonstracoes utilizam,
essencialmente, conceitos matematicos previstos para o

ensino bdsico, segundo os documentos oficiais do MEC.

No tépico 4.1 serdo apresentadas duas demonstracoes sobre pro-
priedades de potenciacdo. A potenciacao é um dos objetos de conhe-
cimentos previstos na BNCC (2018) e faz parte da unidade tematica
Numeros, sendo que seu estudo deve inciar no sexto ano do Ensino
Fundamental (BRASIL, 2018, p. 300).

No tépico 4.2 sdo apresentadas quatro demonstracoes sobre ge-
ometria plana, geometria espacial e geometra analitica. A Geome-
tria € uma das cinco unidades tematicas da BNCC (2018) para a Ma-
tematica, sendo que alguns dos conceitos que serdo utilizados nas
demonstracdes, tais como associacao dos vértices de um poligono a
pares ordenados perperndicularismo de retas, paralelismo de retas
e figuras semelhantes, sdo objetos de conhecimento que estdo pre-
vistos nesse documento desde o sexto ano do Ensino Fundamental
(BRASIL, 2018, p. 302).

No tépico 4.3 sdo apresentadas duas demonstracoes que envol-
vem diretamente a definicdo de maximo divisor comum entre dois
numeros inteiros. A BNCC (2018) prevé que o estudo de multiplos e
divisores nos nimeros naturais deva iniciar no sexto do Ensino Fun-
damental, sendo que o conceito de méximo divisor comum também
deve ser explorado (BRASIL, 2018, p. 306-307).
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No tépico 4.4 sdo apresentadas duas demonstracoes que envol-
vem conceitos de funcdes. Na BNCC (2018), as funcdes sdo obje-
tos de conhecimento que fazem parte da unidade tematica Algebra,
sendo que segundo esse documento o estudo desse tema deve ini-
ciar no 9% ano do Ensino Fundamental e estender-se ao longo do En-
sino Médio (BRASIL, 2018, p. 316 e 533-545).

No tépico 4.5 é apresentada uma demonstracdo que envolve no-
coes de conjuntos e finitude. A no¢do de conjuntos deve comecar a
ser explorada ja nos anos iniciais do ensino fundamental (BRASIL,
2018, p. 278-279).

No tépico 4.6 sdo apresentadas duas demonstracoes que envol-
vem propriedades e regularidades dos numeros naturais.

A maior parte dos conceitos que serao utilizados nas demonstra-
coes que seguem devem ser explorados a partir do Ensino Fundamen-
tal e ampliados ao longo dos demais anos e niveis de ensino, segundo
a BNCC (BRASIL, 2018). No entanto, devido a necessidade de, em
algumas demonstracoes, utilizarmos nota¢oes que demandam dos
estudantes um amadurecimento algébrico mais s6lido, recomenda-
se que estas sejam exploradas no nivel médio.

4.1 Propriedades de poténcias: produtos e divisdes entre
numeros de mesma base

4.1.1 Multiplicacao de poténcias de mesma base nos numeros
reais

Enunciado 4.1.1: Mostre que na multiplicacdo de poténcias de
mesma base, quando a base for um ntmero real diferente de zero
e 0s expoentes nimeros naturais, conserva-se a base e soma-se 0s
expoentes.
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Conceitos que serao utilizados na demonstracao 4.1.1: Para solu-
cionar a questdo, utilizaremos essencialmente manipulacoes algé-
bricas e a técnica de demonstracdo primeiro Principio da Inducao
Finita (PIF).

Demonstracao 4.1.1: Inicialmente, vamos considerar dois nimeros
daformaa™ea”,coma#0,acR.;emneN.

Vamos mostrar que na multiplicacdo de poténcias de mesma base,
quando a base for um ntmero real diferente de zero e os expoentes
ndameros naturais, conserva-se a base e soma-se os expoentes. Isso
significa mostrar que a igualdade a”.a" = a*" é verdaderia.

Mas antes disso, iremos mostrar que a™. a' = a"*V. Utilizando
PIE com inducao sobre m, perceba que quando m =1 a igualdade
a™. a' = a™*V ¢ valida, pois a'. a' = a®> = a'*V. Agora, vamos supor
que a igualdade a™. a' = a"*V é valida. A mostrar que (a”. a').
a'=a"", g' = a("*V+1) ¢ valida. Assim, segue que

(a™. a). a' =a'"*V. a', pois por hipétese a™. a' = a"+V

Considerando que m+1=k, sendo k € N, pois a soma de dois
ndmeros naturais resulta em um niimero natural, segue:
a™V. a'=a®, a' = a®. a' =a™*!, pois por hipétese a*.
al = g+,

(k1 = gUm+U+) | Portanto, a partir das igualdades

1

Note que a

acima, mostramos que (a™. a

cal). a'=am, gl = g((m++D) ¢ vilida.
1 m+

Logo, aigualdade a™. a' = a™*V é vélida.

Agora, vamos mostrar que a igualdade a™. a" = a"*" é verda-
deria, utilizando o PIE com inducdo sobre n. Note que quando n=1,
aigualdade é vilida, pois a™. a' = a1 conforme mostrado ante-
riormente.
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Vamos supor que a igualdade a™. a" = a'™*" é verdaderia. A
mostrar que a™. a"*V = gU"+"+1) ¢ verdaderia. Assim, segue que

a™ a"V=a™. (a". a'), poisa"V=a". a'

= a™. (a". a')=(a™. a"). a', pois a associatividade do produto é
valida em opera¢des com niimeros reais

= (a™. a"). a' =a""™. a', pois por hipétese a™. a” = a"*"
= a™™", a' =4, a', onde m+n=j e j é um ntimero natural

= a¥). a' = aU*Y conforme mostrado inicialmente

= altV) = g(m+mW+l) nois definimos que j= m+n

= g+l = g(m+(n+1) 'Kois a associatividade da soma é valida

em operacdes com niimeros naturais.

A partir das implicacdes acima, mostramos que a™. a"*!) =
a'+("+1) ¢ verdaderia. Logo, temos que a igualdade a™. a" = a"+"
é verdadeira, quando a é um numero diferente de zero e real; e m, n

$a0 numeros naturais.

4.1.2 Divisao de poténcias de mesma base nos humeros reais

Enunciado 4.1.2: Mostre que na divisao de poténcias de mesma base,
quando a base for um niimero real diferente de zero e os expoentes

nimeros naturais, conserva-se a base e subtrai-se os expoentes.

Conceitos que serao utilizados na demonstracao 4.1.2 : Para solu-
cionar a questdo exposta, utilizaremos essencialmente as manipu-
lacdes algébricas, a propriedade de multiplicacao de poténcias de
mesma base nos numeros reais e a técnica de demonstragdo primeiro

Principio da Indugdo Finita (PIF).

Demonstracao 4.1.2: Inicialmente, vamos considerar dois niimeros
daformaa™ e a”, com a sendo um numero diferente de zero e real;
em,neN.
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Vamos mostrar que na divisdo de poténcias de mesma base,
quando a base for um niimero real diferente de zero e os expoentes
numeros naturais, conserva-se a base e subtrai-se os expoentes. Isso
significa mostrar que a igualdade a™ : a™ = a'™="™ é verdaderia.

Mas antes disso, iremos mostrar que a™:a' = a"Y. Utilizando
PIE com inducao sobre m, perceba que quando m =1 a igualdade
a™: a' = a'mV é vélida, pois a': a' =1=a’=a""V. Agora, vamos
supor que a igualdade a™: a' = a'™~V é valida. A mostrar que a"™*:
a' = a1 ¢ vilida. Assim, segue que

(m+1)
M. gl = a
: o
a(m+1) dm.(ll . () I
== = , pois a =a.a
al al
m 1 m
a™.a a )
=|—|.(a)
al al

= (T).(al)z(am:al).(al)

a
= (a™:a").(a')=a"V.(a), pois por hipétese a™ : a' = a"V
—s alm1) (g1) = glm-11+1),

pois na multiplicacdo de poténcias de mesma base conserva-se a
base e soma-se 0s expoentes

—s g(m=D+1) — 4(m+1)-1)

)

pois a comutatividade da soma e a associatividade da soma sao vali-
das nos numeros naturais.

Assim, mostramos que a igualdade a™*V: a! = a("*D-V é vilida.

Logo, a igualdade a™: a' = a'"~V é valida quando m € N.

Agora, vamos mostrar que a igualdade a™: a" = a™" é verda-
deria, utilizando o PIE com indu¢do sobre n. Note que quando n=1
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aigualdade é vilida, pois a™: a' = a1 conforme mostrado ante-
riormente.
Vamos supor que a igualdade a™: a" = a'™" é verdadeira. A

mostrar que a™: a"*V = g"=("+1) ¢ yerdadeira. Assim, segue que

a™: a(n+1) —

a™) a™)
a(n+l) = an.al ’ pOIS a

(n+1) — 1

=a".a
= ) (@) L pois por hipétese a™: a” = a™"
an ) al \al)’ '

= alm"), (il) =a").(a"Y)
a

= a").(a"V) = a'"=*D) pois na na multiplicacdo de
poténcias de mesma base conserva-se a base e soma-se 0s expoentes
= gD = g(m=0n+D)) pois ((m - n)+(-1)= (m -(n+1)).

A partir das implicacdes acima, mostramos que a™: a"*V =
a'm~("+1) ¢ verdadeira. Logo, temos que a igualdade a™: a" = a""
é verdaderia quando a é um ntimero diferente de zero e real; e m,n
sao nuameros naturais.

4.2 Geometria plana, geometria espacial e geometria anali-
tica

4.2.1 Baricentro de um triangulo equilatero de lado “a”

Enunciado 4.2.1: Mostre que o baricentro de um triangulo equila-
tero de lado "a" divide a altura desse triangulo em uma proporg¢ao
de 2 para 1.
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Conceitos que serao utilizados na demonstracao 4.2.1 : Para solu-
cionar a questdo, utilizaremos essencialmente as relacoes trigono-
métricas em tridngulos retangulos, os conceitos de baricentro e os
conceitos de mediana.

Demonstracao 4.2.1: Inicialmente, devemos localizar o baricentro
de um triangulo equilatero de lado a. Para isso, devemos lembrar
que o baricentro é determinado pelo ponto de encontro das media-
nas do triangulo (Figura 1).

Figura 1 — Baricentro de um tridngulo equilatero de lado "a"

A

[l Baricentro

E o C
D

Fonte: Imagem elaborada pelos autores, 2020.

Note que na Figura 1 o baricentro esté representado pelo ponto
G. Ainda, iremos tracar um segmento de reta que inicia no ponto
F e termina no ponto B. Note que esse segmento BF é paralelo ao
segmento CE e é perpendicular ao segmento AD (Figura 2).
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Figura 2 — Tracando o segmento BF

A

E D

Fonte: Imagem elaborada pelos autores, 2020.

Ap6s essas construcoes e observacoes iniciais, lembre-se que o
nosso objetivo é determinar a altura do tridangulo de lados a e com-
parar com a proporcao dos segmentos formados pela unido de cada
vértice do tridngulo com o baricentro. Para isso, note que a altura do

triangulo equilétero é expresso pelos segmentos AD, BE, e CF, pois
amedida das medianas de tridangulos equilédteros coincidem com a
medida de sua altura. Portanto, podemos escolher qualquer um des-
ses segmentos para determinar a altura do triangulo. Escolheremos
o segmento AD. Ainda, podemos comparar se hd uma propor¢ao
de dois para um entre 0s segmentos AG e DG, CGeFG,ouEGe
BG. Escolheremos comparar os segmentos AG e DG, pois para os
demais casos a comparacao, além de ser andloga, é equivalente.
Para determinar a medida de AD iremos considerar o triangulo
retangulo ADE, que é reto em ADE. Perceba que AED = T radianos,
por isso, utilizando as relacées trigonométricas no tridangulo retan-

gulo ADE, teremos:
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AD 3 AD 3
sen(z):— == £:— == AD:ﬂunidadede
3 AE 2 a 2

comprimento.

Nalinha acima, na primeira igualdade, utilizamos a razdo trigono-
métrica do seno, que garante que em um triangulo retangulo, o seno
de um de seus angulos internos agudo é igual ao comprimento do ca-
teto oposto dividido pelo comprimento da hipotenusa. Na segunda

. . Lo ~ T .
igualdade acima, substituimos a expressao sen (5) por ‘/75, pois o

seno de sen (E) é ‘/7§ Por fim, a terceira igualdade é o resultado ob-
tido ap6s multiplicarmos os dois lados da segunda igualdade por a.

Ap6s termos determinado o valor da altura do tridngulo equilatero
de lados a, iremos determinar o comprimento dos segmentos AG e
DG. Para tal, seguiremos passos a seguir.

-1° passo: Determinar os comprimentos de AH e G H. Para isso,
considere o triangulo AFH. Note que o 4ngulo AED = r radianos,
pois a mediana de um dos lados do tridngulo equilédtero coincide
com a bissetriz do angulo oposto, ou seja, AD é mediana do lado CE
e CAE é o angulo oposto ao lado CE.

Além disso, o triangulo AFH € retangulo, pois como os segmentos
CE e BF sio paralelos, e AD é mediana do lado CE, segue que o
angulo AF H é reto.

Dessa forma, utilizando a relacao entre o seno do angulo agudo
FAH do triangulo retangulo AFH e as medidas de seus lados, tere-
mos:

s FH 1 FH a .
sen(—)=—=>—: — =—> FH =—unidade de
6) AF 2 4 4

comprimento.

Agora, utilizando a relacéo entre o cosseno do angulo agudo FAH
do tridngulo retangulo AFH e as medidas de seus lados, teremos:
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m\ AH V3 AH
cos (—) = = — =

6/ AF 2 5
comprimento.

3
— AH = %_ unidade de

-2° passo: Determinar o comprimento de G H. Para isso, consi-
dere o triangulo FGH. Note que o angulo CE G e C E A sdo angulos
inscritos no mesmo arco, por isso, CAG = lC]EA?G e como CAG=12
radianos, segue que 2 =1CEG => CEG = % radianos.

Além disso, note que no triangulo CDE o segmento DG émediana
do lado CE e CGE é o angulo oposto ao lado CE, por isso CE é
bissetriz do angulo CGE, portanto, CGD = ;CEG = CGD =
7 radianos. Ainda, como C GD e FGH sao angulos opostos pelo
vértice, temos que FGH = 7 radianos.

Perceba ainda que o triangulo FHG é retangulo, pois como os
segmentos CE e BF sdo paralelos, e AD é mediana do lado CE,
segue que o angulo F A G é reto.

Dessa forma, utilizando a relacdo entre a tangente do angulo
agudo F G H do triangulo retangulo FHG e as medidas de seus lados,

teremos:
n\ FH a av'3
mn( )——:>\/_— 1 — GH=-—"unidade de
3) GH 12
comprimento.

-3? passo: Determinar o comprimento de DG. Paraisso, considere
o triangulo DEG. Note que o angulo DEG = & radianos, pois, no
triangulo ACE, o segmento BE é mediana do lado AC e DEF é o
angulo oposto ao lado AC, por isso BE é bissetriz do angulo DEF,
portanto, DEG =1DEF => DEG = % radianos.

Perceba ainda que o tridngulo DEG é retangulo. Dessa forma, uti-
lizando a relacio entre a tangente do angulo agudo D EG do trian-
gulo retangulo DEG e as medidas de seus lados, teremos:
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n\y DG V3 D av3
mn(—):— —> — =—— = DG =—— unidade de

6/ DE 3 5 6
comprimento.

De posse das informacdes obtidas, j4 conseguimos determinar os
comprimentos de AG e DG. Note, a partir da Figura 6 e dos calculos
realizados, que

3 3
AG=AH+GH =>AG=%+%

2 2

= AG = a_\/§ = (_)(a_ﬁ) = (—)AD unidade de comprimento.
3 3 2 3

(iv)

Ainda, note que

DG = %ﬁ = (%)(%ﬁ) = (%)AD unidade de comprimento. (v)

Finalmente, note que

_av3
3

AG

3
= (2)(a«6/_) =2 DG unidade de comprimento. (vi)

A partir dos itens (iv), (v) e (vi), mostramos que os segmentos AG
eDG possuem uma propor¢do de 2 para 1 em relacdo ao segmento
AD.

Logo, mostramos que o baricentro de um triangulo equilédtero de
lado "a" divide a altura desse tridngulo em uma proporcao de 2 para 1.
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4.2.2 Octaedro regular inscrito em um cubo de aresta “a”

Enunciado 4.2.2: Observe a Figura 3. Se unirmos por meio de seg-
mentos de reta os pontos centrais das faces adjacentes de um cubo

de aresta "a", qual sé6lido obteremos? Expresse o volume desse novo
solido obtido em funcdo da medida "a".

Figura 3 — Cubo de aresta "a"

Fonte: Imagem elaborada pelos autores, 2020.

Conceitos que serao utilizados na demonstracao 4.2.2 : Para solu-
cionar a questdao, um dos caminhos que pode ser seguido utiliza
conceitos de poliedros de platao, triangulos semelhantes e calculo
de volume de piramides de base quadrangular.

Demonstracao 4.2.2: Inicialmente, vamos visualizar qual s6lido é
obtido se unirmos através de segmentos de reta os pontos centrais
das faces adjacentes de um cubo de aresta "a". Para isso, podemos
ilustrar as orienta¢oes do enunciado da questao utilizando fazendo
uso de algum software de geometria (Figura 4).
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Figura 4 — S¢lido inscrito no cubo

a
= —

7

Z

Fonte: Imagem elaborada pelos autores, 2020.

A partir da Figura 4, nota-se que obtemos um sé6lido com doze
arestas, seis vértices e oito faces triangulares, o que nos permite
afirmar que esse sélido inscrito é um octaedro. A seguir mostraremos
que esse s6lido é regular.

Para isso, considere trés faces «, e y quaisquer do cubo, desde
que « tenha uma aresta em comum com [ e outra aresta em comum
com 7, que 3 tenha uma aresta em comum com « e outra aresta em
comum com 7, e que ¥ tenha uma aresta em comum com « e outra
aresta em comum com f3.

Considere que os pontos médios das faces «, f e y sdo, respecti-
vamente, H, J e L (Figura 5).
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Figura 5 — Pontos médios das faces @, 8 e

a .H-:

o) L

Fonte: Imagem elaborada pelos autores, 2020.
Agora, vamos unir, por meio de segmentos de retas, os pontos
médios das faces adjacentes a, § e y (Figura 6).

Figura 6 — Tridngulo obtido a partir da unido dos pontos médios das faces
a,fery

o aH S~

\xl

Fonte: Imagem elaborada pelos autores, 2020.

Vamos definir N como sendo o ponto médio do segmento que
coincide com a aresta comum as faces a e 3, P como sendo o ponto
médio do segmento que coincide com a aresta comum as faces 3 e
7, € Q como sendo o ponto médio do segmento que coincide com a
aresta comum as faces a e y (Figura 7).
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Figura 7 — Pontos médios N, P e Q

N
th i N\
/>
Pe
LN\
B Y

Fonte: Imagem elaborada pelos autores, 2020.

Note que JN = %, pois J é ponto médio da face § e N é ponto mé-
dio da aresta comum as faces a e 3, logo JN é metade do compri-
mento da aresta do cubo. De forma andloga, HN, HQ, LQ, JP e LP
também medem 3.

Perceba que o angulo J N H é reto, pois H e ] sdo 0s pontos médios
das faces a e 3, respectivamente, e N é o ponto médio da aresta
comum as faces a e 8. De forma analoga, JPL e HQL também sio
angulos retos.

Finalmente, note que os triangulos HJN e HLQ sdo congruentes

pelo caso lado, angulo e lado, pois:

. a
JN = LQ, pois ambos medem 5

HN]J= HQ L, pois ambos sdo angulos retos
_ a

HN = HQ, pois ambos medem 3

Logo, como os tridngulos HJN e HLQ sdo congruentes, temos que
H]J =HL, ou seja, possuem 0 mesmo comprimento.
Ainda, note que os tridngulos HJN e LJP sdo congruentes pelo

caso lado, angulo e lado, pois:
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_ a
JN = J P, pois ambos medem 5

HNJ=LPJ, pois ambos sdo angulos retos
- a
HN = LP, pois ambos medem —.

Logo, como os triangulos HJN e LJP sdo congruentes, temos que
H]J =L], ouseja, possuem 0 mesmo comprimento.

Como H] =HL e HJ = L]J, por transitividade temos que L] =
H L. Assim, temos que o tridngulo HJL, que é formado pelos segmen-
tos HL, HJ e L], é equildtero.

Perceba que o tridngulo equildtero HJL é quaisquer uma das faces

do octaedro inscrito no cubo, por isso, de forma anéaloga, se repetir-
mos esse processo para as demais cinco faces do octaedro, constata-
remos que ambas sdo tridngulos equildteros que possuem a mesma
medida de lado. Portanto, o s6lido obtido pela unido dos pontos mé-
dios das faces de um cubo é um octaedro regular.

Agora, para determinar o volume desse octaedro regular, primei-
ramente consideraremos "k" como sendo a medida da sua aresta.

Figura 8 — Relagbes entre "k"e "a"

B Segmento "k"

Fonte: Imagem elaborada pelos autores, 2020.



PRATICAS INVESTIGATIVAS PARA A VERDADE MATEMATICA NO ENSINO MEDIO 39 e

O préximo passo para solucionar a questao consiste em expres-
sar "k", que é a medida da aresta do octaedro regular, em funcao de
"a", que é a medida da aresta do cubo. Para tal, escolheremos quai-
quer uma das arestas do octaedro regular e buscaremos estabelecer
relacoes entre a sua medida e a medida "a" (Figura 8).

Uma relacao que pode ser observada, a partir da Figura 8, é que os
triangulos BCF e BDE sao semelhantes, pelo caso de angulo, angulo
e angulo, afinal:

FBC=EBD (i)
BEC=BED (i)
BCF =BDE (iii)

pois, (i) é trivial; em (ii) temos que F C e ED sdo segmentos parale-
los e como BE é um segmento transversal a F C e ED podemos utili-
zar o teorema de Tales; e em (iii) temos que FCeED siao segmentos
paralelos e como BD é um segmento transversal a F C e ED pode-
mos utilizar novamente o teorema de Tales.

A partir desses apontamentos iniciais, observe que ED ¢é diago-
nal do quadrado BDEG, e como as arestas desse quadrado medem
"a", temos, pela geometria plana, que ED =a+/2. Além disso, como
os triangulos BCF e BDE sao semelhantes, a seguinte relacado € vélida:

k :>a2\/§_ _av?2
av?2 2 a

Note que na primeira implicacdo da linha acima substituimos

BF k
_—— >
BE ED

ak = k

a
2
a

BF por £, pois como o ponto F é o centro da face do cubo de aresta
“a”,logo a medida de BF serda metade da medida de “a”; na segunda
implicacdo da linha acima multiplicamos os dois lados da igualdade
por a?+/2; e na terceira implica¢do da linha acima dividimos os dois

lados da igualdade por “a”. Ainda, observe que essa divisao s6 é
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possivel pois admitimos que “a” é diferente de zero, afinal, estamos
“

analisando uma situacdo em que “a” é um nimero positivo.
A partir das anélises acima, constatamos que a medida da aresta

do octaedro regular é k= a_2. Essa informacao nos permite calcu-
lar o volume do octaedro regular. Para realizar esse cédlculo, observe
que podemos particionar o octaedro regular em duas piramides re-
gulares de base quadrangular (Figura 9).

Figura 9 — Particionando o octaedro regular em duas piramides regulares
de base quadrangular

Fonte: Imagem elaborada pelos autores, 2020.

Como pode ser visualizado na Figura 9, podemos calcular o vo-
lume do octaedro regular calculando o dobro do volume da piramide
na cor roxa ou na cor verde, pois ambas possuem a mesma 4rea da
base e mesma altura, e portanto o mesmo volume. Assim, o volume

2
do octaedro regular pode ser calculado por V= 3 X (drea da base da
piramide) x (altura da piramide). Note que
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- Area da base da piramide: como a base é um quadrado

av2
cujos lados medem k= 5 a area da base da piramide é
2
av2 22>  a?
A=| — | = — = — unidade de 4rea.
2 4 2

- Altura da piramide: observe que a piramide possui como altura
metade do valor da aresta "a", portanto, a altura da piramide é g
unidade de comprimento.

Assim, temos que o volume do octaedo em fun¢do da medida “a”

2 2 3
é: V= (—) (a_) (ﬁ) = “ unidade de volume.
3 2 2 6

4.2.3 Area de um triangulo qualquer a partir das coordenadas
cartesianas de seus vértices

Enunciado 4.2.3: Determine uma expressao para o célculo da area
de um triangulo qualquer ABC, no conjunto dos niimeros reais, que
utilize as coordenadas cartesianas de seus vértices.

Conceitos que serdo utilizados na demonstracao 4.2.3: Para solu-
cionar a questao, utilizaremos conceitos de geometria plana, tais
como célculo de figuras planas e paralelismo, e conceitos de geome-
tria analitica, como distancia entre dois pontos e plano cartesiano.

Além disso, utilizaremos a técnica de demonstracao direta.

Demonstracao 4.2.3: Seja um tridngulo qualquer com vértices
nos pontos A, B e C. Sejam A(x,;, y1), B(x,, }») e C(x3, }53) as coorde-
nadas dos vértices desse tridngulo no plano bidimensional, onde
X < X3 < Xp € X1, X5, X3, Y1, Yo, Y5 €ERTU{0}.
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Note ainda que as coordenadas dos vértices do triangulo sdo ge-
néricas, portanto, a demonstracao é védlida para um triangulo qual-
quer da geometria plana desde que respeitada as condi¢des estabe-
lecidas anteriormente.

Ainda, tracamos pelo ponto A uma reta paralela ao eixo x, traca-
mos pelo ponto C uma reta paralela ao eixo x, e tracamos pelo ponto
B uma reta paralela ao eixo x.

Agora, tragcamos pelo ponto A uma reta paralela ao eixo y, traca-
mos pelo ponto C uma reta paralela ao eixo y, e tracamos pelo ponto
B uma reta paralela ao eixo y.

Em seguida, definimos como E o ponto de intersecdo entre a reta
paralela ao eixo y que passa por B e a reta paralela ao eixo x que passa
por A. Definimos como F o ponto de intersecdo entre a reta paralela
ao eixo y que passa por B e a reta paralela ao eixo x que passa por C.
Por fim, definimos como G o ponto de intersecao entre a reta paralela
ao eixo y que passa por A e a reta paralela ao eixo x que passa por C.

As construcgoes realizadas podem ser visualizadas na Figura 10.

Figura 10 — Tridngulo qualquer no plano cartesiano

A

Fonte: Imagem elaborada pelos autores, 2020.
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Por construcao e propriedades do plano cartesiano, temos que
os tridngulos formados ao redor do tridngulo ABC sao retangulos, ou
seja, os triangulos ACD, BCF e ABE sdo retangulos. Por consequéncia,
temos que o tridngulo ABC estd inserido no retangulo AEFG.

Note que para calcular a drea do retangulo AEFG, podemos somar
as dreas dos triangulos ABC, ACD, BCF e ABE. Dessa forma, teriamos
que a drea do retangulo AEFG pode ser expressa como:

A(AEFG)= A(AEB)+A(BFC)+A(AGC)+A(ABC)

O célculo da 4rea dos triangulos retangulos pode ser realizado a

base.altura
partir da expressao % e suas medidas podem ser obtidas

por meio do plano cartesiano. Veja:

A(AEB)= (xz_xl)z(J’2_J’1)
A(BFC)= (xz—x3)2(J’3 —»)
A(AGC) = (x3_x1)2(J’3_J’1)

Ainda, a da drea de um retangulo pode ser obtida a partir do pro-
duto entre as medidas de base e altura, portanto, a drea do retangulo
AEFG pode ser expressa como:

A(AEFG)= (x, — x1).()5 — »1)-

Entao, para determinarmos a drea do tridangulo ABC, basta sub-
trairmos da drea do retdngulo AEFG as areas dos triangulos ACD, BCF
e ABE. Assim, segue que

ALABC)= (5= )05 — W)= 3l — 1) 11+
+(22 = %3)(y5— 32) + (3 — 1)) — 1]
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Distribuindo e organizando algebricamente, temos:

A(ABC)=2(x)5— o — X1 Y5+ 01 1) — (Yo — o1 — X1 Yo+ 0 )1 +
Xp)3—XoYo— X3 Y5+ X3)o+ X3 )3 — X3 )1 — X1 )5+ 1 N

= A(ABC)=2X)3—2X,1 —2X1 )5+ 2X, )1 + o )1 + X1 Yo — X Vs —
X=3 201+ X3+ X1)s

= A(ABC)=X 05— X1 — X1 )3+ X1 )o— X3)p + X3 )

Altima implicacdo acima nos fornece uma férmula para calcular
a area de um tridngulo qualquer, cujos vértices estao nos pontos A,
B e C, que possuem como coordenadas A(x;, y1), B(x,, }») € C(x3, )5),
onde x; < X3 < X, € X1, X, X3, V1, Jo, )5 € RTU{0}.

Note que a expressdao A(ABC)=X,)5— X i — X1 Y3+ X1 Vo — X3 ) +
X351, que nos permite calcular a area do tridangulo ABC, coincide
com o determinante de uma matriz cujas colunas sdo os vetores 7, =
(X1, X5, X3), Uh = (V1, ¥o, J5) € U5, =(1,1,1), ou seja, a area do triangulo
ABC coincide com o determinante da matriz M= [#, ©, ;]. Note
ainda que o vetor 7, possui como coordenadas os valores da abscissa
dos vértices A, B e C, respectivamente; e que o vetor i, possui como
coordenadas os valores da ordenada dos vértices A, B e C, repectiva-
mente.
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4.2.4 Equivaléncia de areas

Enunciado 4.2.4: No retangulo a seguir, mostre que a drea em azul
tem a mesma medida que a 4rea em vermelho.

Figura 11 — Ret&ngulo com areas em azul e vermelho

Fonte: Imagem elaborada pelos autores, 2020.

Conceitos que serao utilizados na demonstracao 4.2.4: Para solu-
cionar a questao, utilizaremos o conceito do Teorema dos Carpetes.

O que é o Teorema dos Carpetes?

O Teorema dos Carpetes mostra que, se tivermos uma area co-
berta por dois carpetes e entao deslocarmos um deles de forma que
fique sobre o outro, a drea que ficard sem carpete terd a mesma me-
dida que a 4rea coberta pela interseccdo dos carpetes
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Demonstracao 4.2.4: Primeiramente, iremos nomear alguns pontos:

Figura 12 — Nomeando pontos para realizar a demonstragdo

Fonte: Imagem elaborada pelos autores, 2020.
) . .. (FE)AF)
Note que a drea do tridngulo F BE é: ————
ou seja, ela é metade da drea do retangulo.
) . . (AF)(FE)

E a 4rea do tridngulo ADF é: ———
ou seja, ela também é metade da drea do retangulo.

Logo, ambas as areas dos dois tridngulos sao iguais, e ainda, se-
gundo o Teorema dos Carpetes, a d&rea em azul é igual a 4rea em ver-

melho.

4.3 Algebra: Maximo Divisor Comum (MDC)

4.3.1 Propriedade do Maximo Divisor Comum (MDC)

Enunciado 4.3.1: Mostre que o MDC de dois nimeros consecutivos,

considerando o conjunto dos ntimeros naturais, ¢ igual a 1.

Conceitos que serao utilizados na demonstracao 4.3.1: Para solu-
cionar a questdo, utilizaremos essencialmente a definicao de MDC,
que afima:



PRATICAS INVESTIGATIVAS PARA A VERDADE MATEMATICA NO ENSINO MEDIO 47 e

Definigdo de mdximo divisor comum: Sejam a e b dois nimeros in-

teiros. Um elemento d pertence ao conjunto dos nlimeros inteiros
se diz méximo divisor comum de a e b se cumpre as seguintes condi-
¢oes (DOMINGUES; IEZZI, 2003, p. 39-40):

Dd>0;
II) d divide a e d divide b;
III) Todo divisor comum de a e b também é divisor de d.

Demonstracao 4.3.1: Inicialmente, vamos considerar dois nimeros
consecutivos a e a+1, com a € Z. Seja d o maximo divisor comum
de a e a+1, onde d é maior ou igual a zero (item I da definicao) e
pertencente ao conjunto dos nimeros inteiros.

Assim, pela definicdo de MDC (item II), como d divide a e d tam-
bém divide a+1, segue que

a=ad,comaeZ;e
atl=fd= a=pfd—-1,comf €Z.

Igualando as expressdoes a=a dea= [ d—1, segue que

ad=pd—1
— ad—fd=—1 = dla—pB)=—1
:d:(a_ﬂ),(a—/j);éo

Nas linhas anteriores, na primeira implicacao somamos nos dois
lados da primeira igualdade a expressao (—f3 d). Na segunda implica-
cao, colocamos o fator d em evidéncia. Por fim, na terceira implica-
cao, dividimos os dois lados da terceira igualdade por (¢ —f3). Note
que admitimos que (a— f3) é diferente de zero, pois além de ndo estar
definido divisdes por zero no conjunto dos numeros inteiros, como

a e a+1 sdo numeros consecutivos e a=ad e a+1 = § d, obviamente

a#p = a—p #0.
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Como d é maior ou igual a zero (item I da definicdo de MDC)
e pertencente ao conjunto dos nimeros inteiros, temos que para

a divisao resultar em um valor que obedeca as condicoes

a—p
estabelecidas para d, (@ — 3) s6 pode ser igual a -1. Assim, segue que

d:ﬁ:L

De fato, note que aigualdade (a - f =-1) equivale a (= a—1), pois
a=adeat+l=fd = a+l>a = f>a
Se B > a, digamos 8 =a+ k, com k € N, temos que

a+1= fd=(a+k)d= ad+kd

1
—> a+1 =a+kd, pois ad=a — kd=1 = d= %

Comod €N, segue que k=1. Assim, se k=1, segue que § = a+k=a+
1. Logo, mostramos que o MDC de dois nlimeros consecutivos € igual
al.

4.3.2 MDC de numeros da forma “a” e “5a + 1”

Enunciado 4.3.2: Mostre que o MDC de ae 5a+1 éiguala 1, quando
acZ.

Conceitos que serao utilizados na demonstracao 4.3.2: Para solu-
cionar a questdo apresentada, utilizaremos essencialmente a defini-

¢do de MDC, que encontra-se no tépico 4.3.1.

Demonstracao 4.3.2: Inicialmente, como descrito no enunciado da
questdo 4.3.1, vamos considerar dois nimeros da forma a e 5a +1,
com a € Z. Seja d o maximo divisor comum de a e 5a+1, onde d é
maior ou igual a zero (item I da definicdo de MDC) e d € Z.
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Assim, pela definicdo de MDC (item II), como d divide a e d tam-
bém divide 5a+1, segue que

a=ad,comacZ;e .
5a+1=d = a=(p d—l)(g), com f3 € Z.

1
Igualando as expressbesa=adea=(fd—1) (5)’ segue que

ad=(p d—l)(%)

— wa=pa(L)sn})

1
—oaval])-(3)

— d5a—p)=—1 = d=

(5a—p)

= d= ,com (ff —5a)#0.

1
(B —5a)
Nas linhas anteriores, na primeira implicacado realizamos a dis-
tributividade a direita da multiplicacdo com rela¢do a subtracdo na
1
expressao (f d - 1) (g), pois ela é vilida em operacdoes com nime-
ros inteiros. Na segunda implicdo, somamos nos dois lados da se-
1
5
locamos o termo d em evidéncia. Na quarta implica¢do, multiplica-

gunda igualdade a expressao —(3 d)( ) . Na terceira implicacao, co-

mos os dois lados da quarta igualdade pela expressao . Epor

Ba—f)
fim, na quinta implica¢ao, multiplicamos m por (_—1) =1.
Note que admitimos que (¢—f3) é diferente de zero pois ndo estdao
definidas divisdes por zero no conjunto dos niimeros inteiros. Além
disso, como d é maior ou igual a zero (item I da definicao de MDC)
e pertencente ao conjunto dos nuimeros inteiros, temos que para
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1
a divisao m resultar em um valor que obedeca as condicdes
estabelecidas para d,(f8 —5a) s6 pode ser igual a 1. Assim, segue que
1

d=—=1.

(1) _

Logo, mostramos que o MDC de ae (5a+1) éiguala 1.

Note ainda que a igualdade (8 —5a = 1) equivale a (8= 5a + 1),

pois como
a=ad = 5a=5ad
Segue que

5a+1=[d
= 5ad + 1=fd, pois 5a=5ad
= 5a + 1=, pois como mostrado anteriormente d=1.

Assim, concluimos que 3 =5a +1.

4.4 Funcoes

4.4.1 Ha curvas que nao sao fungoes

Enunciado 4.4.1: Mostre que a reta paralela ao eixo y que passa por

x =1ndo é uma funcao.
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Figura 13 — Reta paralela ao eixo y que passa por x =1

-6 -4 -2 0 2 4 [} 8 10 12 14

Fonte: Imagem elaborada pelos autores, 2020.

Conceitos que serao utilizados na demonstracao 4.4.1: Para soluci-
onar a questao serd utilizada essencialmente a definicdo de funcao.

Demonstracao 4.4.1: Provaremos por absurdo que a reta paralela
ao eixo y que passa por x = 1 ndo é uma funcao, logo, tentaremos
mostrar que x =1 é umareta do tipo y =ax + b. Seja

a Y (coeficiente angular)

~Ax
Tomando dois pontos (1,0) (1,1), temos:
0—1 -1
1-1 0

A divisdo por zero nao existe. E como o coeficiente angular con-

sequentemente ndo existird, ndo ha funcao que ird descrever.
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4.4.2 Concavidade do grafico de uma funcao quadratica

Enunciado 4.4.2: Mostre que o grafico da funcdo quadratica (para-
bola) f(x) =ax?+ bx + ¢ (a # 0) é concavo para cima para todo
xeRsea>0.

Conceitos que serao utilizados na demonstracao 4.4.2: Para solu-
cionar a questdo, utilizaremos essencialmente as definicoes de fun-
cdo quadrdtica concava para cima e coOncava para baixo. Por isso,
seguem duas defini¢des sobre o conceito de concavidade de uma
funcao quadrética.

1% Definicdo (concavidade voltada para cima): Dizemos que o gra-
fico de uma funcao f : [x;, x,] = R é concavo para cima no intervalo
aberto (x;, x,) se 0 segmento de reta com extremos em P,(x;, f(x;)) e
Py(x,, f(x,)) estd localizado acima do gréafico de f (Figura 14).

Figura 14 — Segmento acima do gréfico de f

“my

Py(x3, f(x2))

Segmento
de
reta

Grafico
da fungao f

Fonte: Imagem elaborada pelos autores, 2020.
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Em outras palavras, podemos considerar a equacao reduzida da
reta suporte do segmento considerado com extremos em P, e P,:

f(x)—f(x) o= X f (x1)— f(x2)x;

y=mx-+n,comm=
Xo— X1 Xo— X

para reformular a definicdo anterior.

2% Definig¢do (concavidade voltada para cima): Dizemos que o
grafico de uma funcao f :[x;, x,] = R é concavo para cima no inter-
valo aberto (x;, x,), se y > f(x), para todo x € (x;, x,)

onde

y= (M)x + Xf(x)—f(x)x

Xo— Xy Xo — X1

(iv)

Observacao: dizemos que uma funcao f : R — R possui grafico con-
cavo para cima se para todo intervalo fechado I C R, o grafico de f|; :
I — R (funcao f restrita ao intervalo fechado I) é concavo para cima.

Demonstragio 4.4.2: Seja f(x)=ax?+ bx + ¢ uma fungao quadré-
tica com a > 0. Sem perda de generalidade, suponha x; < x, perten-
centes ao dominio da funcao f e x €(x;, x,). A mostrar que y > f(x)
onde y é dado por (iv).
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Figura 15 — Estratégia para demonstragéo da afirmagao

f(x2)

f(x1)

T Z T

Fonte: Imagem elaborada pelos autores, 2020.
Para isso, mostraremos que y — f(x)> 0:

(= x))(y —f(x)=(x—x1)y — (22— x) f(x)

= (—x)y—f(x))=

(f () = fx))x + xo f (301) = f(x0) %0 — (3, — 1) f ()

= (—x)(y—f(x)=
[a(xz—x2)+b(xz—xl)]x+a(xzxz—xlxzz)—(xz—xl)(axz+ bx)

= (= x)(y = f(x) = ax(x]—x})+ ax, x,(x, — X,) — ax*(x, — x;)
= (L—x)(y—f(x))=—a(x,— x1)(x2—(x1 + X)X + X1 Xp)
= (% —x)(y — f(x))=—a(x,— x)(x — x;)(x — x)

= y—f(x)=—alx—x)(x—x), ()

Como consideramos x € (x;, X,), temos:
X<x<x =>x—x>0ex—x,<0= (x—x)(x—x,)<0.
Por hipotese a > 0, com isso:

y—f(x)=—a(x—x)(x —x,)>0 = y> f(x), paratodo x €(x;, x,).
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Como os valores x; < x, foram escolhidos de forma arbitraria
em R, podemos concluir que o grafico da fun¢do quadratica f(x)=
ax?+ bx + c é concavo para cima.

Observacoes:

1. Iniciamos a demonstragdo com a expressao (x, — x;)(y — f(x))
puramente para simplificar a escrita. O resultado em (v) pode
ser obtido iniciando a demonstracdo com a expressao y — f(x)
diretamente.

2. A expressdo obtida em (v) pode ser usada para mostrar que a
condicdo a > 0 é necessdria, além de ser suficiente.

4.5 Teoria dos conjuntos: nocoes de conjuntos e finitude

4.5.1 Um subconjunto dos naturais é finito se é limitado

Enunciado 4.5.1: Mostre que um subconjunto dos naturais € finito
se é limitado

Conceitos que serdo utilizados na demonstracao 4.5.1: Utilizare-
mos essencialmente no¢des de conjuntos e finitude. Embora este
seja um resultado elementar, o lema integra a teoria de conjuntos
e faz parte da construcao e caracterizacao de conjuntos finitos, os
quais sdao de suma importancia para que se possa fazer a extensao

aos nuimeros reais. A demonstracao é direta e requer pouca notacao.

Demonstracao 4.5.1: Podemos chamar de A o subconjunto dos na-
turais em questdo. Estamos supondo que A € finito, assim, podemos
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dizer que A possui, por exemplo, n elementos. Listando esses ele-
mentos, nosso conjunto pode ser escrito na forma

A={a,,ay,..,a,},

sendo a,, a,, ..., a,, elementos do conjunto A.

Queremos provar que A é limitado, ou seja, devemos encontrar
um numero natural que seja maior ou igual a cada um dos elementos
de A. Intitulemos de M tal nimero.

Se tomarmos

M=a,+a,+---+a,

vemos que M satisfaz o que queremos. Dessa forma, A é, de fato,
limitado.

4.6 Aritmética

4.6.1 Soma dos quadrados dos n primeiros nhumeros naturais

Enunciado 4.6.1: Seja n € N. A soma dos quadrados dos n primeiros
naturais é dada por:
_n(n+1)2n+1)

1°+2° 4+ (n—17+n? 5 : (1)

Conceitos que serao utilizados na demonstracao 4.6.1: Para solu-
cionar o problema, iremos utilizar o Principio da Inducao Finita e

também as operagoes bdsicas.

Demonstracao 4.6.1: Porinducdo em n. A mostrar abase de inducao

n=1:
1-(1+1)-(2-1+1)_1-2-3_6_

6 6 6

1=12
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Supondo que (Hip6tese de Inducao - HI)

k(k+1)2k+1
PP+2% 44 (k=1 + k= ( 23(6 )

E vélido para k < n, a mostrar que

1242 et (ko 1= (k+1)(k+223(2(k+1)+1).

Entao:

k(k+1)2k+1) N 6(k+1)? _
6 6
(k+1)[k(2k+1)+6(k+1)]
6
(k+1)[2k*+ k + 6k +6]

6
(k+1)(k+2)(2k+3)

6 .

1P 4+22 4+ (k=12 + K2+ (k+17 £

Pois, de fato (k +2)(2k +3) =2k?+3k +4k+6 =2k*>+7k +6 =
2k?+k +6k +6.

Portanto, pelo Principio de Inducdao Matemética, (1) é verdade.

4.6.2 Propriedade de Paridade dos Numeros

Enunciado 4.6.2: Mostre que x>+ x é parse x >1e x €N.

Conceitos que serao utilizados na demonstracao 4.6.2: para soluci-

onar a questdo, iremos utilizar o conceito de paridade de um nimero.

Demonstracao 4.6.2: Note que s6 ha duas formas de escrever x, que
sao:
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x =2k (caso “x” sejapar), keN
x=2j+1 (caso "x" sejaimpar), j €N
Assim, ha duas possibilidades para a expressdo x2+ x:

1% possibilidade) Se x =2k, temos:
X2+ x=02kP+2k=4k*>+2k=2(2k*>+ k)

Note que na possibilidade de x ser um ntimero par, o resultado
da expressdo x?+ x resulta em um valor multiplo de dois e, portanto,

par também.

2% possibilidade) Se x =2 j +1, temos:
X2+x=2j+1P2+@2j+1)=4j>+4j+1)+(2j+1)=2(2j2+3j+1)

Note que na possibilidade de x ser um ntimero impar, o resultado
da expressdao x?+ x resulta em um valor mdltiplo de dois, ou seja,
um numero par.

Logo, a expressdo x*+ x terd como resultado um valor par para
qualquer x € N.



5. Consideracoes Finais

MBORA haja um niimero significativo de pesquisas que inves-
tiguem as vantagens e desvantagens de utilizar demonstra-
coes nas aulas de Matemadtica, parece que ndo se tem um

consenso por parte de professores e pesquisadores da 4rea se essas
demonstragdes devem ou ndo ser inseridas na sala de aula (SOARES;
NASCIMENTO AFRO; BRITO, SOUZA, 2012).

De acordo com Junior e Nasser (2014, p. 1030), muitos alunos uti-
lizam férmulas matematicas sem ter a compreensao do que estao
fazendo e os motivos que tornam esses procedimentos vélidos. Esse
fato se verifica, por exemplo, quando sdo propostas questdes mate-
maticas mais elaboradas, que exigem maior aprofundamento logico-
dedutivo, e uma parcela significativa dos estudantes encontram difi-
culdades que impossibilita-os de resolvé-las (ALMEIDA, 2007).

Para que as demonstracdes sejam incluidas de forma adequada
nas aulas de matemética, a fim de ndo exigir demasiadamente dos
alunos, faz-se necessdrio compreendermos que a argumentagao
l6gico-dedutiva deve ser desenvolvida no decorrer dos anos escola-
res, conforme previsto na BNCC (2018) e nos PCNs (1998), com ati-
vidades que exijam um aprimoramento gradual da capacidade ar-
gumentativa, possibilitando que os estudantes consigam formular
argumentos que sejam aceitos como demonstra¢ées matematicas
(LIMA; LINS, 2015, p. 2).

Dessa forma, as demonstracoes podem auxiliar os estudantes a
compreenderem a validade dos conceitos e processos matematicos,
contribuindo também na significacdo desses objetos e no desenvol-
vimento da capacidade de argumentar e justificar ideias (BRASIL,
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2017, p. 298). E por meio de atividades que estimulem a realizacdo
de demonstracoes que os alunos poderdo, gradativamente, compre-
ender, analisar e avaliar as proprias argumentagdes, a dos colegas e
a dos professores (BRASIL, 2018, p. 299).

Nesse material foram apresentadas demonstracoes matematicas
que foram realizadas a partir de conceitos previstos para o Ensino
Bésico. Esperamos que elas possam auxiliar os professores de mate-
matica a incluirem demonstracoes nas aulas de matemadtica.
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